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Abstract 
Determining a resolving partition of a graph is an interesting study in graph theory due to many 
applications like censor design, compound classification in chemistry, robotic navigation and 
internet network. Let        and       , the distance between   an   is        
   {      |   }. For an ordered partition   {          } of     , the representation of   
with respect to   is    |   (                         ). The partition   is called a 
resolving partition of   if all representation of vertices are distinct. The partition dimension of 
graph   is the smallest integer  such that   has a resolving partition with  element. 
In this thesis, we determine the partition dimension of complete multipartite graph 
                  ,      which is limited by                         
           , with   {   } and   {   }. We found that ,   (      )     ,     and 
  (        )     ,    . 
 
Keywords: multipartite graph, complete multipartite, partition set, resolving partition, 
partition dimension. 
 
Abstrak  
Penentuan partisi pembeda dari suatu graf adalah kajian menarik dalam teori graf karena 
mempunyai banyak aplikasi seperti perancangan sensor, klasifikasi senyawa kimia, navigasi robot 
dan jaringan. Misalkan        dan       , jarak antara   dan   adalah        
   {      |   }. Untuk sebuah partisi   {          } dari     , representasi   
terhadap  adalah    |   (                         ). Partisi   disebut partisi pembeda 
dari   jika semua representasi dari setiap titik        berbeda. Dimensi partisi       adalah 
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bilangan bulat terkecil   sedemikian sehingga   mempunyai sebuah partisi pembeda dengan 
  anggota. 
Dalam tesis ini, kami menentukan dimensi partisi graf multipartit lengkap                   , 
     dibatasi dengan                                   , dengan 
  {   } dan   {   }. Kami mendapatakan hasil,   (      )     ,     dan   (        )  
   ,    . 
Katakunci: graf multipartit, multipartit lengkap, himpunan partisi, partisi pembeda, 
dimensi partisi. 
 
1. Pendahuluan 
Graf adalah pasangan himpunan yang anggotanya disebut titik dan himpunan yang 
anggota-anggotanya adalah pasangan titik yang disebut sisi. Banyak penelitian telah 
dilakukan pada graf, diantaranya pewarnaan sisi, teori Ramsey pada graf, pelabelan titik 
partisi dimensi dan lain-lain. Dimensi partisi merupakan permasalahan yang menarik 
untuk dibahas dan banyak mendapat perhatian dari kalangan peneliti. Beberapa hasil 
penelitian tentang dimensi partisi pada graph sudah banyak dipublikasikan. Untuk 
mengetahui dimensi partisi, terlebih dahulu diketahui partisi pembeda. Chartrand dkk. 
(1998) mengenalkan konsep partisi pembeda yang merupakan bentuk serupa dari 
himpunan pembeda suatu graf. Chartrand dkk. (1998) melakukan pengelompokan titik di 
graf   ke dalam sejumlah kelas partisi dan menghitung jarak setiap titik di   terhadap 
semua kelas partisi untuk merepresentasikan setiap titik pada graf  . Himpunan pembeda 
  memastikan representasi berbeda untuk semua titik di graf G, yaitu dengan 
menunjukkan jarak titik            ke semua titik di       dan dimensi metrik 
memastikan kardinalitas   adalah minimal. Sedangkan partisi pembeda   memastikan 
representasi berbeda untuk semua titik di graf  , yaitu dengan menunjukkan jarak titik 
          ke semua kelas partisi dalam   dan dimensi partisi       memastikan 
kardinalitas   adalah minimal. Chartrand, Salehi dan Zhang (2000) mengawali penelitian 
dimensi partisi untuk kelas graf multipartit dengan menentukan dimensi partisi graf 
bipartit. Graf bipartit digunakan dalam beberapa bidang aplikasi, seperti menentukan 
jenis pekerjaan yang tepat bagi para pelamar sesuai dengan kualifikasi yang dimilikinya. 
Dalam teori Graf, Chartrand, Salehi dan Zhang mengkaji graf multipartit dan 
menghasilkan dimensi partisi graf lengkap r-partit             adalah       jika 
     untuk      , dan       jika             . Dari hasil yang 
didapatkan ini masih banyak graf lengkap r-partit yang belum termuat. Oleh karena itu, 
dalam penelitian ini akan dikaji Dimensi partisi graf multipartit lengkap. 
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2. Tinjauan Pustaka 
Dimensi partisi dari sebuah graf   dikenalkan oleh Chartrand dkk. Pada tahun 1998. 
Mereka mengelompokkan semua titik di   ke dalam sejumlah kelas partisi dan 
menentukan jarak setiap titik terhadap setiap kelas partisi tersebut. Misalkan   dan   
adalah titik-titik di graf  . Jarak antara titik   dan   dinotasikan dengan       , 
misalkan         adalah graf terhubung dan misalkan    . Misalkan terdapat suatu 
titik    . Maka jarak titik   terhadap   didefinisikan sebagai 
          {      |   }. Misalkan   adalah suatu graf terhubung dengan 
himpunan titik      dipartisi menjadi beberapa kelas partisi, sebut           . 
Notasikan   sebagai himpunan terurut dari beberapa partisi  , yakni 
  {          } disebut himpunan partisi. Misalkan terdapat suatu titik   di  , 
maka representasi    terhadap   didefinisikan sebagai jarak dari   ke tiap-tiap partisi di 
 ,     |                              . Untuk selanjutnya     |   ini disebut 
vektor penyajian. Jika setiap dua titik berbeda          berlaku     |        |    
maka   disebut partisi pembeda dari     . Partisi pembeda   dengan kardinalitas 
minimum disebut partisi pembeda minimum dari  . Dimensi partisi       dari graf   
adalah kardinalitas dari partisi pembeda minimum dari  . Misalkan   {          } 
adalah himpunan partisi dari     . Jika      dan     , dan    , maka jelas bahwa 
    |        |    (karena           tetapi          ). Dengan demikian, ketika 
diberikan sebuah partisi   dari      dan hendak menentukan apakah   adalah partisi 
pembeda untuk      atau bukan, pemeriksaan cukup dilakukan pada semua titik yang 
termasuk dalam suatu kelas partisi yang sama. Jika semua titik dalam setiap kelas partisi 
yang sama mempunyai representasi berbeda terhadap  , maka   merupakan partisi 
pembeda. Jika                , maka kelas partisi    dikatakan memisahkan titik   
dan   di  . Sebuah kelas partisi yang mempunyai satu anggota disebut kelas partisi 
singleton. Dengan sendirinya, titik dalam kelas partisi singleton mempunyai representasi 
yang unik. 
3. Hasil Dan Pembahasan 
Diberikan graf multipartit        dengan partisi     {        },    {     }, dan 
   {     }. Misalkan pula    {        } dengan     {     },    {     }, dan 
   {        } representasi titik yang ada pada kelas partisi yang sama. 
     S1     S2     S3   
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r (  |π)=     0      1      1   
r (  |π)=     1      1      0    
r (  |π)=     1      1      0.    
Jadi  {        } bukan partisi pembeda,   (      )    …………….. (1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       S1     S2     S3  S4 
r (x1|π)=     0     1      1   1 
r (x2|π)=     2     0      1   1 
r (x3|π)=     2     1      0   1 
r (y1|π)=     1     1      0   1 
r (y2|π)=     1     0      1   1 
r (z1|π)=     1      1      1   0 
r (z2|π)=     1      1      0   2. 
Terlihat bahwa refresentasi setiap titik terhadap π semua berbeda. Jadi π merupakan 
partisi pembeda. Karena | |   , menurut definisi diperoleh   (      )   .    
……………………………………………………….. (2) 
Dari hasil (1) dan (2), diperoleh   (      )     
X3 
X2 
X1 
Y1 
Y2 
Z2 
Z1 
S1 
S2 
 
S3 
S4 
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 Dengan cara yang serupa dapat diperoleh   (      )    dan   (      )   . Hasil ini 
secara umum dirangkum dalam teorema berikut. 
Teorema 1. Jika    , maka   (      )      
Bukti. 
Misalkan      adalah partisi ke-  dengan berkardinalitas  . Dengan menginduksi di     
1. untuk    ,   (      )    benar 
2. asumsikan Teorema benar untuk    , yaitu   (      )      dengan  (      )  
               dan partisi pembeda   {        }, dengan                 
dan z      .   
3. akan ditunjukkan bahwa Teorema juga benar untuk      , yaitu akan dibuktikan 
bahwa   (        )     . Mengingat                       {    }       
                    {    }. Menurut asumsi       , untuk        ,  dan 
       untuk suatu   bentuk himpunan partisi    {                } dengan 
          dengan demikian     {    }.  
Langkah selanjutnya adalah menunjukkan bahwa himpunan partisi    dari          
merupakan partisi pembeda. Hubungan antara asumsi (2) dengan (3):    
  {    } yaitu    partisi pembeda. 
Karena   adalah partisi pembeda        yaitu untuk setiap titik pada partisi graf      
         , maka                      jarak antara titik   dan   terhadap    juga 
berbeda atau    |     |  . Dengan demikian, untuk setiap               
     berlaku jarak antara titik   dan   terhadap   berbeda atau    |       | 
  . 
Karena          , maka                sedangkan                     
         . Akibatnya, untuk setiap                         |       | 
  . 
Jadi    merupakan partisi pembeda untuk graf         . Banyaknya anggota dari    
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adalah |  |  | |       . Jadi   (        )     . Dengan demikian, dapat 
dikatakan bahwa   (      )          . █ 
Selanjutnya akan dibentuk partisi pembeda dari graf          
a) Diberikan graf multipartit         , dalam hal ini                 
dengan partisi    {        },    {     },    {     } dan    {     }. 
Misalkan pula    {     },    {     },    {  },    {     },    {     }. Jadi 
  {          }. Refresentasi setiap titik di         , terhadap    tidak semua berbeda. 
Jadi   {          } bukan partisi pembeda. Dengan demikian,   (        )   . 
………..  (3) 
Selanjuta, pilih kelas partisi seperti berikut.    {     },    {     },    {  }, 
   {     },    {  },    {  }. Jadi   {             }. Refresentasi setiap titik 
di         , Kelas partsi                dapat dilihat dalam gambar. Selanjutnya, dapat 
diperiksa refresentasi setiap titik di         , terhadap   seperti yang diuraikan berikut. 
Ternyata semua berbeda. Jadi   {             } merupakan partisi pembeda. Dengan 
demikian,   (        )   .  ……………..  (4)  
Dari (3) dan (4) diperoleh   (        )   .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      S1     S2    S3  S4       S5  S6  
W1 
W2 
W3 
X1 
 
X2 
 
Y1 
 
Y2 
Z1 
 
Z2 
 
S1 
S2 
S3 
S4 
 
S5 
S6 
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r (W1|π)=     0      1     2   1        1   1 
r (W2|π)=     1      0     2   1        1   1 
r (W3|π)=     1      1     0   1        1     1 
r (X1 |π)=     1      1     1   0        2   1 
r (X2 |π)=     1      1     1   1        0   1 
r (Y1 |π)=     1      1     1   1        1   0 
r (Y2 |π)=     0      1     1   1        1   2 
r (Z1 |π)=     1      0     1   1        1   1 
r (Z2 |π)=     1      1     1   0        1   1 
Misalkan                 atau          dengan partisi     {        }, 
   {     },    {     } dan    {     } . Misalkan pula    {     },    
{     },    {  },    {  }    {     },    {  },    {  } . Jadi   
{                } . 
 Representasi setiap titik            terhadap   diperoleh 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      S1  S2      S3  S4       S5  S6      S7 
S1 
S2 
S3 
S4 
S5 S6 
S7 
W1 
W2 
W3 
W4 
X1 X2 
Y1 
Y2 
Z1 Z2 
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r (W1|π)=     0   1       2   2        1   1     1 
r (W2|π)=     1   0       2   2        1   1     1 
r (W3|π)=     1   1       0   2        1     1     1 
r (W4|π)=     1   1              2    0        1   1     1 
r (X1 |π)=     1   1       1   1        0   2     1 
r (X2 |π)=     1   1       1   1        2    0     1 
r (Y1 |π)=     1   1       1   1        1   1     0 
r (Y2 |π)=     0   1       1   1        1   1     2 
r (Z1 |π)=     1   0       1   1        1   1     1 
r (Z2 |π)=     1   1       1   1        0   1     1 
Maka himpunan partisi untuk          adalah   {                    } merupakan 
partisi pembeda. Jadi    (        )   .  
Dengan cara yang serupa dapat diperoleh   (        )   . Hasil ini secara umum 
dirangkum dalam teorema berikut. 
Teorema 2. Jika    , maka   (        )       
Bukti: 
Misalkan      adalah partisi ke-  dengan berkardinalitas  . Dengan menginduksi di     
1. untuk    ,   (        )    benar 
2. asumsikan Teorema benar untuk    , yaitu   (        )      dengan 
 (        )                      dan partisi pembeda   {        }, 
dengan                  dan         
3. akan ditunjukkan bahwa Teorema juga benar untuk      , yaitu akan 
dibuktikan bahwa   (          )     . Mengingat                       
     {    }                                     {    }. Menurut 
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asumsi       , untuk         , dan          untuk suatu   bentuk himpunan 
partisi    {                          } dengan           dengan demikian 
     {    }. 
Langkah selanjutnya adalah menunjukkan bahwa himpunan partisi    
dari            merupakan partisi pembeda. Hubungan antara asumsi (2) dengan 
(3):     {    } yaitu    partisi pembeda. 
Karena   adalah partisi pembeda          yaitu untuk setiap titik pada partisi graf 
                   , maka                           jarak antara titik   
dan   terhadap   berbeda atau    |     |  . Dengan demikian, untuk setiap 
                        berlaku jarak antara titik   dan   terhadap    juga 
berbeda atau    |      |   . Karena          , maka                
sedangkan                                   . Akibatnya, untuk setiap 
                             |       | 
  . Jadi    merupakan partisi 
pembeda untuk graf           . Banyaknya anggota dari    adalah |  |  | |  
     . Jadi   (          )     . Dengan demikian, dapat dikatakan bahwa 
  (         )          . █ 
4. Kesimpulan 
Penelitian dalam tesis ini melengkapi hasil penelitian sebelumnya, seperti dimensi partisi 
pada graf multipartit lengkap. Penelitian ini telah mendapatkan dimensi partisi graf 
multipartit lengkap untuk                   untuk      dan hanya dibatasi oleh 
                                   dimana   {   } dan 
  {   }. Selanjutnya diperoleh jika     dan    , maka   (      )      untuk 
   . Dan jika     dan    , maka   (        )      untuk    . 
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